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1. Introduction
Le but de ces notes est de rédiger, le plus précisément possible dans
les détails, les démonstrations de N. Nadirashvili. En particulier, on
s’est attaché à estimer explicitement les grandeurs introduites dans les
constructions. Cela a, notamment, permis de complèter l’argumentation
de la démonstration, et de corriger la condition (10) qui ne permettait
pas, dans sa forme originale, d’établir la propriété (16). Dans la mesure
du possible, on suivra le plan et les notations de l’article. Le but est de
démontrer le théorème suivant :
THÉORÈME. – Il existe une surface minimale complète, à courbure
non nulle, immergée dans une boule de R3.
La démonstration de ce théorème se fait à partir d’un lemme (§2)
permettant “d’agrandir” une surface bornée en contrôlant le rayon des
boules de R3 contenant ces surfaces. On construit alors une surface
complète en augmentant indéfiniment la distance d’un point origine au
bord.
Notations. – La boule de R3 est notée Br = {x ∈ R3; ‖x‖ < r}, le
disque de C, Dr = {x ∈ C; |x| < r}. Si E ⊂ C, alors U [ε](E) = {z ∈
C;dist(z,E) < ε}.
(*) N. Nadirashvili, Hadamard’s and Calabi–Yau’s conjectures on negatively curved and
minimal surfaces, Invent. Math. 126 (1996) 457–465.
BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES – 0007-4497/99/07
Ó Elsevier, Paris
564 P. COLLIN, H. ROSENBERG
Dans tout ce qui suit, R3 est vu comme espace euclidien abstrait,
sans aucun repère privilégié a priori. Uniquement dans le §3, sera
introduite une famille de repères adaptés à la construction et aux calculs.
Maintenant si X :D1→R3 est une immersion minimale conforme, alors














La métrique induite sur D1 est alors donnée par ds = λX|dz|, avec la
relation ‖φ‖2 = 2λ2X 6= 0.
2. Démonstration du théorème
Le lemme suivant sera démontré au §3.
LEMME. – Soit X ∈ C∞(D1,R3) une immersion minimale conforme
d’un disque géodésique (D1, λX) de rayon ρ telle que :
– X(D1)⊂ Br ;
– X(0)= 0, KX 6= 0.
Alors ∀ ε, s > 0, ∃ Y ∈ C∞(D1,R3) une immersion minimale conforme
d’un disque géodésique (D1, λY ) de rayon ρ + s telle que :
– Y (D1)⊂ BR , où R =
√
r2 + s2 + ε ;
– ‖Y −X‖< ε sur D1−ε ;
– Y (0)= 0, KY 6= 0.
Remarque 1. – Soit X, s fixés, et εn une suite de limite nulle. Alors
la suite Yεn donnée par le lemme converge vers X sur tout compact K
pour la topologie C2,α au moins. En effet, si K ′ désigne un voisinage
de K , on a K ⊂ K ′ ⊂ D1−εn pour tout n > n0. Les fonctions ukn =
Y kεn −Xk (k = 1,2,3), définies à partir des fonctions coordonnées (dans
un repère quelconque) de X et de Yεn , sont harmoniques et vérifient
|ukn| 6 εn sur K ′ (n > n0). Elles convergent donc vers zéro sur K ainsi
que toutes leurs dérivées.
Démonstration du théorème. – On construit par récurrence, d’une part
une suite d’immersions minimales bornées en appliquant successivement
le lemme à sn = 1n et à une suite εn 6 1n2 bien choisie, d’autre part
une suite croissante de disques Dan ⊂D1. On obtiendra ainsi, à chaque
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Soit 12 < αn < 1, une suite telle que le produit Πn = α1α2 · · ·αn converge
vers 12 .
(X1, a1) sont choisis comme suit : X1 ∈ C∞(D1,R3) est une immer-
sion minimale conforme d’un disque géodésique (D1, λX1) de rayon 1
telle que X1(D1) ⊂ B1, X1(0) = 0, KX1 6= 0, et a1 < 1 est pris tel que
distX1(0, ∂Da1)> 23 = 23ρ1.
(X1, a1), (X2, a2), . . . , (Xn, an) étant construits, on procède ainsi :
le lemme donne, à partir de Xn, sn+1 = 1n+1 et ε > 0, une suite
d’immersions Yε. D’après la Remarque 1 ci-dessus, lorsque ε tend vers
zéro, Yε tend vers Xn sur Dan pour la topologie C2,α . On prend εn+1 6
1
(n+1)2 assez petit pour que Xn+1 = Yεn+1 vérifie :
(♦) sur le compact Dan,




Puisque, par construction, distXn+1(0, ∂D1) = ρn+1, on choisit an+1
vérifiant an < an+1 < 1 et distXn+1(0, ∂Dan+1) > 23ρn+1 (on peut de plus
supposer que an+1 > 1− 1n+1 , de sorte que
⋃
n>1Dan =D1).
Tout compact K de D1 est contenu dans les Dan pour n > n0(K).
Par (♦), la suite {Xn}n∈N est de Cauchy dans C2,α(K) et converge.
On a ainsi convergence sur tout compact de {Xn}n∈N vers une fonction
Y ∈ C2,α(D1,R3). 2
AFFIRMATION 1. – Y est une immersion minimale complète dans
B3 ⊂R3 vérifiant KY 6= 0.
On reprend les points (a), (b) et (c) de l’article de N. Nadirashvili.
(a) Soit z ∈D1, alors z ∈Dan, ∀ n>N =N(z). On a par (♦) :
λXn(z)> αn−1λXn−1(z)> · · ·> αn−1αn−2 · · ·αNλXN (z)> 12λXN (z).
À la limite, λY (z)> 12λXN (z) > 0 et on a bien une immersion (minimale
puisque limite d’immersions minimales pour une topologie ad hoc). On
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KXN (z) < 0.
(b) D’après le lemme, Xn(D1) ⊂ BRn avec Rn =
√
R2n−1 + s2n + εn.




















Donc ∀ n> 1, Rn 6 3, et la limite est dans la boule B3.
(c) D’après le (a), ∀ z ∈DaN , λY (z)> 12λXN (z). Donc, par construc-
tion des an :





Ainsi distY (0, ∂D1) > 13ρN , ∀ N > 1. La surface est donc complète car
lim
N→+∞ρN =+∞. 2
3. Démonstration du lemme
PROPOSITION. – Soient E1 et E2, deux compacts disjoints de D1
à complémentaire connexe (dans C). Soient T > 1 et g une fonction
méromorphe sur un voisinage de D1, telle que g′ 6= 0 sur D1.









)′ 6= 0 sur D1.
La démonstration de N. Nadirashvili est correcte, on en donne une
version en appendice.
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Remarque 2. – Sans la troisième condition, c’est le théorème de
Runge. Cette condition supplémentaire permet uniquement de s’assurer
qu’on ne crée pas de points de courbure nulle dans la construction de Y .
Par exemple, si g désigne l’application de Gauss d’une surface minimale,
la non nullité de la courbure se traduit sur g par : d’une part, ses pôles
sont simples ; d’autre part, sa dérivée n’est jamais nulle. Ces conditions
sont alors aussi satisfaites par g
h
, qui sera ainsi l’application de Gauss
d’une nouvelle surface minimale à courbure strictement négative.
On donne la description de N. Nadirashvili du labyrinthe H afin de
préciser les notations. Pour tout entier N > 3, on définit ri = 1− iN3 , i =
0,1, . . . ,2N2 (N. Nadirashvili va jusqu’à 2N2 + 1, cela ne change rien
fondamentalement, si ce n’est que les calculs explicites s’écrivent alors
moins élégamment). On note Sr = ∂Dr et lθ le rayon de C d’argument θ .
– Soit, d’une part, la couronne A = D1\D1− 2
N





















ainsi que S =⋃2N2i=0 Sri .
Alors, on définit le labyrinthe H = L ∪ L˜ ∪ S et Ω =A\U [ 14N3 ](H)
ayant 2N3 composantes connexes.
Ici et dans ce qui suit, on suppose N > 10.
AFFIRMATION 2. – Soit ds = λ|dz| une métrique telle que : λ> 1 sur D1;λ>N4 sur Ω.
Alors pour tout chemin σ de 0 à ∂D1, on a
∫
σ ds >N .
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En effet, soit γ un chemin de r2i à r2i+2. Si sa longueur euclidienne est
supérieure à 1
N
, sa longueur pour ds aussi puisque λ> 1. Si la longueur
euclidienne de γ est inférieure à 1
N
, alors γ traverse une composante de
Ω dans sa largeur et
∫









Démonstration du lemme. – Soit X donné dans le lemme (donc en
particulier ρ et r), ainsi que ε et s, auxquels on ajoute µ = ‖X‖C2 + 1
et ν = infD1 ‖φ‖ deux paramètres de contrôle.
SoitN fixé mais suffisamment grand (en termes explicites de ρ, r, ε, s,µ
et ν). Alors on peut définir par récurrence une suite d’immersions mini-
males F0 =X,F1, . . . , F2N deD1 dans R3 satisfaisant (φi = 2 dFidz ∈C3) :
(Hi)16i62N












où ωi est la réunion du segment l ipi
N
∩A et des N2 composantes de Ω le
rencontrant, et ω′i =U [ 18N3 ](ωi) de sorte queD1 se partitionne en 4N +1
ensembles disjoints : 
D1\⋃2Ni=1ω′i;
ω′i\ωi, i = 1, . . . ,2N;
ωi, i = 1, . . . ,2N.
La première inégalité de Hi traduit que l’on ne modifie essentiellement
Fi−1 que sur ω′i (voir, en ce sens, la Remarque 3 ci-dessous), cela de façon
à rendre la métrique suffisamment grande sur ωi (en maîtrisant toutefois
sa borne inférieure sur ω′i\ωi). En itérant ce procédé successivement
pour i = 1, . . . ,2N , on obtient une surface à laquelle on peut appliquer
l’Affirmation 2 ci-dessus pour conclure qu’elle contient un disque
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géodésique de rayon ρ + s (Affirmation 3). D’autre part, le procédé
de construction de N. Nadirashvili (une très subtile utilisation de la
transformation de López–Ros) garantit que ce disque reste dans la boule
BR de R3 (avec R =
√
r2 + ρ2+ ε). Ces deux faits seront détaillés après
la construction des Fi .






, . . . .
Construction de Fi . – Supposons que F1, . . . , Fi−1 sont construites
satisfaisantH1, . . . ,Hi−1 ; et notonsGk :D1→ S2 l’application de Gauss
de Fk . Sur ω′i , ‖φi−1‖6 µ (car ‖φ0‖6 µ− 1 et ‖φi−1 − φ0‖6 i ε2N2 6
ε
N
). Puisque le diamètre δ(ω′i)6 7N , on a alors δ(Fi−1(ω′i))6 7µN . D’autre
part, par définition de µ, δ(G0(ω′i))6 7µN . Comme sur ω′i , ‖Gi−1−G0‖6
2ε
νN
(car ‖φi−1 − φ0‖6 ε
N
), on a aussi δ(Gi−1(ω′i))6 7µN + 2ενN .



















En effet, si distR3(0,Fi−1(ω′i)) 6 1√N , la condition (10a) est vide et la












Si, par contre, distR3(0,Fi−1(ω′i))> 1√N , alors Fi−1(ω
′
i) est dans un cône
d’angle au sommet 7µ√
N
dont l’axe qi vérifie (10a). Comme δ(Gi−1(ω′i))6
1√
N
, on peut modifier qi d’un angle 2√N pour assurer de plus la condition(10b).
La condition (10b) est utilisée par N. Nadirashvili pour contrôler la
borne inférieure des métriques sur les ω′i dans la transformation de
López–Ros (cf. p. 570). La condition (10a) ne figure pas dans l’article
mais est nécessaire pour appliquer le théorème de Pythagore et contrôler
la position de la surface dans R3 (cf. p. 573).
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On se fixe maintenant des coordonnées de R3 telles que e3 = qi . La





3 ), deux fonctions holomorphes f = φi−11 − iφi−12 et






(|f | + |fg2|).
Soit Ti > 1 et h= h[Ti,D1\ω′i , ωi, g] donnée par la proposition 1 . Les
fonctions f˜ = f h et f˜g2 = fg2
h
déterminent une nouvelle immersion
minimale Fi telle que :
φi3 = φi−13 .(11)
Comme KFi−1 6= 0, on a, d’après la Remarque 2, KFi 6= 0. Il reste à
vérifier que Hi est réalisée pour un Ti suffisamment grand.
• Sur D1\ω′i :





∣∣f˜g2 − fg2∣∣= ∣∣∣∣fg2(1− hh
)∣∣∣∣6 supD1 |fg2|Ti − 1 6 ε4N2 ;














1 Nota bene. Si X n’est pas définie sur un voisinage de D1, on ne peut appliquer
directement la proposition pour construire les fonctions h. On considère alors en fait les
choses sur le disqueD′ =D1− 2
N3
. Le résultat restera valide puisque le disque géodésique
d que l’on construira vérifiera d ⊂D′.
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i , on a ∥∥φi−1∥∥> ν
2
et ∥∥φi∥∥=√2λFi > ν2√N .









Donc, comme ci-dessus, ‖φi‖ > νTi2N > ν2N3,5, pour un Ti assez
grand.
AFFIRMATION 3. – F2N contient un disque géodésique (noté d dans
ce qui suit) de rayon ρ + s.
On étudie la métrique λF2N = 1√2‖φ2N‖ sur D1 :
– sur D1\⋃2Ni=1ω′i , on a ‖φi −φi−1‖6 ε2N2 . Donc, ‖φ2N −φ0‖6 εN 6
ν
2 et ‖φ2N‖> ν2 ;
– sur ω′i\ωi, i = 1, . . . ,2N , on a ‖φi‖> ν2√N . Puis, comme ci-dessus,
‖φ2N − φi‖6 ε
N
, donc ‖φ2N‖> ν2√N − εN ;
– sur ωi, i = 1, . . . ,2N , par contre, ‖φi‖> ν2N3,5. On en conclut que‖φ2N‖> ν2N3,5 − εN .






N > ρ + s.
Remarque 3. – On sait par Hi que ‖φi − φi−1‖ 6 ε2N2 sur D1\ω′i
et donc, par intégration, ‖Fi − Fi−1‖ 6 ε2N2 . Aux extrêmes, on obtient‖F2N −X‖6 εN sur




Montrons maintenant que ce disque géodésique d ⊂ BR, avec R =√
r2 + s2 + ε, en montrant que ∂d ⊂ BR . Soit η ∈ ∂d :
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Si η ∈D1\⋃2Ni=1ω′i : le fait que ‖X(η)‖6 r et la Remarque 3 ci-dessus
permettent de conclure directement que ‖F2N(η)‖6 r + εN 6 R ;
Si η ∈ ω′j (j ∈ {1,2, . . . ,2N}) : on a encore par la Remarque 3‖F2N(η)−Fj(η)‖ et ‖Fj−1(η)−F0(η)‖6 εN . Il reste à étudier le passage
de Fj−1 à Fj sur d ∩ ω′j . Soit γ la géodésique de 0 à η pour λF2N
(donc de longueur ρ + s) et η¯ le dernier point de γ sur ∂ω′j , de sorte
que γ est contenue dans ω′j entre η¯ et η. Tout d’abord, remarquons




(ρ + s) puisque,
de manière générale sur D1, λF2N > ν3√N . Comme ‖φ2N − φ0‖ 6 εN le
long de γ ∩D1− 2
N
⊂D1\⋃2Ni=1ω′i (on applique (Hi)16i62N comme dans














Comme (D1, λF0) est un disque géodésique de rayon ρ, on a aussi :∫
γ∩D1− 2
N









λF2N > ρ −
2µ
N





et, par complémentarité :
distF2N (η¯, η)6 s +
(2µ
N






Puisque sur ω′j les métriques λ2N et λj sont proches (à εN près), on
obtient, comme ci-dessus, distFj (η¯, η) 6 s + cste√N . D’autre part, par la
Remarque 3, ‖Fj (η¯)‖6 ‖X(η¯)‖ + εN .
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On a alors les inégalités suivantes :
∥∥Fj (η¯)∥∥6 r + ε
N
et
∥∥Fj (η)− Fj (η¯)∥∥6 s + cste√
N
.(65)
Deux cas sont alors possibles suivant (10a) :




















si distR3(0,Fj−1(ω′j ))> 1√N alors en coordonnées données par e3 = qj :
par (11), on a |Fj,3(η)|6 r + εN ;
par la condition d’angle (10a) pour la projection Π sur le plan




















Le théorème de Pythagore nous donne alors ‖Fj (η)‖2 6 r2+ s2+ cste′√N .
Pour cste′√
N
6 ( ε2)2, on obtient, après passage à F2N , le résultat cherché :
‖F2N(η)‖6
√
r2 + s2 + ε=R.
Dans tous les cas, on a montré que ‖F2N(η)‖6 R sur ∂d . Cela entraîne
par le principe du maximum que F2N(d)⊂ BR .
Soit, pour finir, w :D1→ d une représentation conforme de d , telle
que w(0) = 0, w′(0) > 0. On pose Y = F2N ◦ w. Il reste à vérifier que
‖Y − X‖ 6 ε sur D1−ε (les autres propriétés énoncées dans le lemme
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étant réalisées par construction). Soit donc z0 ∈D1−ε. Alors :∥∥Y (z0)−X(z0)∥∥6 ∥∥F2N ◦w(z0)−X ◦w(z0)∥∥+ ∥∥X ◦w(z0)−X(z0)∥∥.
Le premier terme est majoré par ε
N
car w(z0) ∈D1−ε ⊂D1− 2N . Le second
sera majoré par ε2 dès que |w(z0) − z0| 6 ε2µ et le lemme sera enfin
démontré.
Pour cette dernière inégalité, on peut comme N. Nadirashvili utiliser un
théorème de Carathéodory pour montrer que w→ Id sur D1−ε lorsque
N → +∞ et conclure. Cependant, on peut aussi, dans ce cas simple,
donner une estimation explicite de |w(z) − z| sur D1−ε, ne dépendant
que de ε et N . En effet, soit la fonction holomorphe définie sur D1 par
k(z) = ln w(z)
z

































∣∣∣∣ ln(1− 2N )
∣∣∣∣=C(N, ε).
Cela entraîne que |w(z)− z|6 C(N, ε) qui est aussi petit que l’on veut
pour N assez grand, en termes explicites de ε.
Appendice. Démonstration de la proposition
On cherche h(z) sous la forme ew(z). Si E′1 et E′2 désignent des
voisinages disjoints deE1 etE2 respectivement, alors d’après le théorème
de Runge, il existe une fonction holomorphe w satisfaisant :{ |w(z)|6 ε1 sur E′1;
|w(z)− lnT |6 ε1 sur E′2.
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Pour ε1 assez petit, comme g
′
g
, la fonction d = w′ − g′
g
ne s’annule pas
sur un domaine simplement connexe bien choisi E ⊃ E1 ∪ E2, mais
possède éventuellement des zéro sur D1\E (dans l’utilisation que fait
N. Nadirashvili de cette proposition, on peut prendre E =E1 ∪E2).
L’idée est de modifier d en d1 sans zéro sur D1 (afin d’assurer la
troisième condition de la proposition) de sorte que :
(‡)
{
d − d1 est holomorphe;







vérifie, pour δ assez petit :{
d1 =w′1 − g
′
g
6= 0 sur D1;
|w1 −w|6 2ε1 sur E.
Et la fonction h1(z)= ew1(z) convient.
On assure (‡) grâce à un théorème de Walsh. Soit {z1, . . . , zn}
l’ensemble des pôles (simples) de d sur un voisinage de D1. Alors
ϕ(z) = (z − z1) · · · (z − zn) d(z) est holomorphe non nulle sur E. Il
existe donc (par approximation du logarithme de ϕ sur E) une fonction
holomorphe h sur C telle que :{
|eh(z) − ϕ(z)|6 δ1 sur E;
eh(zi) = ϕ(zi) i = 1, . . . , n.
La fonction d1(z)= eh(z)(z−z1)···(z−zn) réalise (‡) ; en effet :• d1 6= 0 sur D1 ;
• d(z)− d1(z)= ϕ(z)−eh(z)(z−z1)···(z−zn) est holomorphe ;





|d − d1|6 δ pour δ1 assez petit.
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